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Sta ¢emo uditi u okviru ovog predavanja?

U okviru ovog predavanja naucice te:
¢ Ulogu verovatnode u statisti¢koj analizi merenja

* Osnovne statisticke ocene

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Statisticka analiza rezucltata merenja

Statistika kao naucna disciplina omogucava donosenje zakljucaka na osnovu skupova podataka; to je nauka
koja proucava razliCite aspekte datog skupa podataka i obuhvata metode i postupke za:

Cilj
Prikupljanje i analiza podataka

Prikazivanje i sumiranje podataka

lzvodenje informacija

Provera i validacija podataka

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Sta se radi

Organizovanje i obrada skupa podataka
Sumiranje i vizuelizacija podataka

Predvidanje i donoSenje odluka na
osnovu podataka

Testiranje uskladenosti sa

pretpostavkama i standardima

STATISTICKA ANALIZA MERENJA

Statisticki koncept
Uzorkovanje (sampling distribution)

Frekventna raspodela (frequency
distribution)

Statisticko zakljucivanje (statistical
inference)

Testiranje hipoteza (hypothesis testing)
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Statistika i verovatnoca

U statistici se zakoni verovatnoce primenjuju kako bi se dobile procene ili izveli zakljucci na osnovu datog skupa
podataka. Verovatnoda se odnosi na statisticke dogadjaje (eksperimente/merenja u odredenim uslovima) i tezi da
kvantifikuje verovatnodéu da ¢e se neki dogadjaj dogoditi. Verovatnoca ima za cilj da predvidi i opiSe prosecne
vrednosti koje bi bile dobijene kada bi se eksperimenti ponavljali beskonacno mnogo puta. Drugim recima,
verovatnoca predstavlja grani¢nu vrednost relativne ucestalosti pojavljivanja nekog dogadaja kada broj ponavljanja
eksperimenta tezi beskonacnosti.

Vazan koncept u teoriji verovatnoce je koncept slu¢ajne promenljive. Ako jedan statisticki dogadjaj moze imati vise
vrednosti, onda takav dogadjaj nazivamo slucajnom (ili stohastickom) promenljivom. Tacnije, slucajnom
promenljivom nazivamo veliCinu koja moze imati vise vrednosti kojima se pripisuje odredena verovatnoca pojave.
U kontekstu geodezije, slucajna promenljiva je veli€ina Cije se vrednosti mogu dobiti putem merenja. Ako ta
veliCina ima predefinisan i konacan skup mogucih vrednosti, tada govorimo o diskretnoj slu¢ajnoj promeniljivoj. U
suprotnom, ako ta veli€ina ima beskonacan skup mogucih vrednosti, tada govorimo o kontinualnoj slucajnoj veliCini.

Merene veli¢ine u geodeziji mogu se smatrati kontinualnim slucajnim promenljivim. Ako bi takvu veli¢inu (slu¢ajnu
promenljivu) mereli beskonaéno mnogo puta u odredenim uslovima, dobili bismo isto toliko rezultata merenja. Skup
tih rezultata merenja naziva se populacijom. Tacnije, populacija predstavlja beskonacni skup rezultata merenja jednog
statistickog dogadaja koji, u konkretnom kontekstu istrazivanja, predstavlja slu¢ajnu promeljivu.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Statistika i verovatnoca

Ukupan skup mogucdih vrednosti slucajne promenljive, zajedno sa njihovim verovatno¢ama, Cini ono sto se naziva
raspodela verovatnoce (probability distribution) koja je pridruzena toj slu¢ajnoj promenljivoj.

Prema tome, raspodela verovatnoce opisuje razliCite verovatnoée povezane sa mogucéim vrednostima slucajne
promenljive.

Ove raspodele se dele na dve vrste:

* Kumulativne funkcije raspodele (cumulative distribution functions)

* Funkcije gustine verovatnoce (probability density functions)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Kumulativna funkcija raspodele

Kumulativna funkcija raspodele F(x) za sluCajnu promenljivu X definiSe se relacijom:

P(X <x)=F(x)

Verovatnoca da slucajna promenljiva X uzme vrednosti manje ili jednake od x (gde je x promenljiva veli¢ina)
definiSe funkciju F(x), odnosno kumulativnu funkciju raspodele.

Posto su verovatnoce, prema definiciji ogranicene na vrednosti izmedu 0i 1 (odnosno 0 < P < 1), funkcija
raspodele F(x) zadovoljava sledeée granicne uslove:

lim F(x) =0 i lim F(x) =1

X——00 X—+00

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Funkcija gustine verovatnoce (ili funkcija gustine raspodele)

U odnosu na kumulativnu funkciju raspodele, funkcija gustine verovatnoce - f(x) moZe se izraziti kao:

dF
Fay =5

Sto u prostoj interpretaciji znaci da funkcija gustrine verovatnoce predstavlja raspodelu verovatnoée po vrednostima

x. Kako je verovatnoca pojave tacno odredenog dogadaja mala (bliska nuli), funkcija gustine verovatnocée ima smisla

ako je cilj odredivanje verovatnoce pojave dogadaja vezanog za interval u vrednostima x-a:

f(x)
[ 3

Za funkciju gustine verovatnoce vazi sledece:

1) f(x)=0

2) J_oo f(x)dx =1

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Funkcije raspodele — uporedno
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Funkcija gustine verovatnoée f(x) daje verovatnocu ';
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Visedimenzionalne raspodele

U mnogim prakti¢nim situacijama Cesto se susre¢emo sa slucajevima koji ukljucuju vise od jedne slucajne
promenljive. Na primer, slucaj dve slucajne promenljive X i Y ima dvodimenzionalnu kumulativnu funkciju
raspodele F(x,y). Zajednicka verovatnoda da X uzme vrednosti manje od x, a Y vrednosti manje od y (pri
cemu su x i y promenljive veliCine) data je kao:

Fx,y)=PXEX<x,7<vy)

Na nacin sli¢an jednodimenzionalnom slucaju, ako f (x,y) predstavlja
dvodimenzionalnu funkciju gustine verovatnode, i ako se pretpostave
kontinualne diferencijabilne funkcije, tada vazi:

2 Z y
fon =502 Fey = [ ravdu

Verovatnoda da dve slu¢ajne promenljive X i Y uzmu vrednosti izmedu
X11 x5, odnosno y4i y,. data je izrazom:

Z2 Y2
Px; <X<xpyy1<yJ<y,) = f f(u, v)dudv

X1 7y

T

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap

Predavanje

STATISTICKA ANALIZA MERENJA



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

Srednja vrednost populacije

Raspodela i funkcije gustine verovatnoce slucajnih promenljivih karakteriSu se (i odreduju) pomocu niza
parametara koji su korisni za razumevanje njihovog ponasanja.

Ocekivanje E (X) slu¢ajne promenljive X, ako postoji, definiSe se kao srednja vrednost u slucajne
promenljive. Ono se racuna kao suma svih mogucih vrednosti x; promenljive X pri cemu je svakoj vrednosti

dodeljena odgovarajuca verovatnoda P(x;):

E(X) =.U=Z x; - P(x;)
i=1

Za slucajnu promenljivu X sa kontinuiranom funkcijom gustine f (x), ocekivanje se definise kao:

EQX) = iy = j Xf (0)dx

Ako postoji n mogucih vrednosti x; promenljive X, i ako su sve verovatnoce jednake, tj.
1
P(x;) = —= konstanta

tada se oCekivanje u, svodi na aritmeticku sredinu tih n vrednosti x; .

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. e e 2
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Varijansa (standardna devijacija) populacije

Neka je funkcija g(%) definisana kao:
gX) =X —EX)? = (X — p)?

Ocekivanje ove posebne funkcije g(X) naziva se varijansa slucajne promenljive X i definiSe se kao:

var(X) = o2 = E[g(X)] = E[(X — E(X))?] = j (x — i) 2f (X dx

gde je f(x) funkcija gustine verovatnoée promenljive X, za koju se pretpostavlja da je kontinuirana.

Kvadratni koren varijanse g, oznaden kao o,, naziva se standardna devijacija.

Varijansa (ili standardna devijacija) predstavlja meru rasipanja vrednosti slu¢ajne promenljive oko
ocCekivane (srednje) vrednosti.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Kovarijansa i korelacija

Na slican nacin kao Sto se definiSe varijansa jedne slucajne promenljive, kovarijansa se uvodi kada
posmatramo dve slucajne promenljive. Neka slu¢ajne promenljive X i Y imaju zajednicku funkciju gustine
verovatnoce f(x,y):

fXY) =[(X=EX)Y = EX)] = [(X = u) (Y = py)]

Kovarijansa izmedu X i Y definiSe se kao ocekivanje funkcije f(X,Y):
cov(X,Y) = gy = E[f(X,Y)] = E[(X — ux)(Y — py)]

Odnosno kao:

Ory = j ) j_w (e — 1) (v — 1y )f (x, y)dxdy

Dok varijansa opisuje rasipanje jedne promenljive, kovarijansa opisuje zajednicku varijaciju
dve promenljive, odnosno njihovu meduzavisnost (korelaciju).

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Vise dimenzionalni skupovi merenja — Kovariaciona matrica

Ako imamo skup merenih veli¢ina (npr. n-duzina ili n-visinskih razlika). Skup merenja se moze predstaviti kao
vektor:

1
= I[Z] gde je £;(i = 1,2, ...,n) podvektor merenja i-te merene veli¢ine u vektoru ¥.
tn

251
. | M2
Ako je vektor istinitih vrednosti ovih merenih veli¢ina: H# = | :
Un
Ako znamo da je istinita greska € = ¥ — u, Kovariaciona matrica K moze se dati kao K = E(eT), gde je E (") operator

poznat kao matematicko ocekivanje, odnosno: - i
11 012 °° O1n
2
K =|%21 022 ** O2n
2
On1 On2 Onnd

Glavni dijagonalni elementi matrice su varijanse odgovarajuéih veli¢ina, a van-dijagonalni elementi predstavljaju
kovarijanse. Kao Sto se vidi, matrica je simetricna, Sto znaci da je o;; = gj;, Npr. 012 = 03;.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Koeficijent korelacije

Koeficijent korelacije p definiSe se kao:

Ory _ [XZEX) Y -EQ)

Pry = 0x 0y Oy oy

gde su:
a0y - standardne devijacije promenljivih

Pxy € [-11]

Korelacija izmedu dve slucajne promenljive opisuje njihovu statisticku zavisnost.

Medutim, treba naglasiti:

* Korelacija # statisticka zavisnost (u opStem slucaju). lako se ¢esto koriste kao sinonimi, to nisu isti pojmovi.

* Ako su promenljive statisticki nezavisne tada je: o, = 0, Ali obrnuto NE vazi uvek gy, = 0 ne znaci nuzno
nezavisnost

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Normalna raspodela

Jednacina normalne raspodele

fx) = e 2o
oV2in )
gde je: 04|
* f(x) - gustina verovatnode 035 |
e u— matematicko oCekivanje (srednja vrednost) 03 |
e (0 - standardna devijacija 0.25

1 . .. . : :
Faktor T obezbeduje da ukupna povrsina ispod krive bude jednaka 1

Density function
=]
(]

Ako je srednja vrednost greske jednaka nuli (4 = 0 ), tada 0.05 |
funkcija postaje: T o T T ¢

Critical value

L )
f(x) - O'\/%e
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Standardna Normalna raspodela

Standardna normalna raspodela f(z) dobija se kada se jednacina normalne rasporedele
primeni na standardizovanu slucajnu opservablu Z, Cija se vrednost moze izraziti kao:

IQR
Q1 Q3
X—U QL- 1.5 % IQR Q3+ 1.5 xIQR
zZ = ———- — ]
o : ;
v . . ve . edian

u tom slucaju standardna normalna raspodela f(z) uzima o = 1, ¢ime se iz — MO. ——

jednacine dobija 1 | |

f(Z) _ e_izz 72,69:80' —0.6745¢ 0.674:-50' 2,69580
Neka od vaznih svojstava promenljive z jesu da ona ima srednju vrednost populacije u e TR

jednaku nuli i varijansu populacije o2 jednaku 1, te da je bezdimenziona veli¢ina. T e o w
Vrednosti z ponekad se nazivaju standardizovanim vrednostima (z-vrednosti ili z-

skorovi). Jedna interpretacija promenljive Z jeste Sto predstavlja koliko standardnih

devijacija je rezultat merenja x udaljen od srednje vrednosti populacije u. Kao Sto se

moze videti na slici, ose z izrazene su u terminima broja standardnih devijacija za koje a @

se vrednost x — u udaljava od polozaja gde x — u ima vrednost nula. 47 3% 25 o 05 1o 20 3 4
Numericke vrednosti funkcije gustine verovatnoce (pdf) iz jednacine obi¢no su date u

statistickim tabelama za standardnu normalnu raspodelu za bilo koju zadatu vrednost

promenljive z.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Model merenja - stohasticki model

Stohasticki model — merenja su uvek pod uticajem odredenih nepredvidivih faktora. Ona mogu biti podloZzna fizickim
uticajima koji se ne mogu u potpunosti kontrolisati, Sto dovodi do odredene promenljivosti rezultata kada se merenja
ponavljaju. Promenljivost rezultata merenja moze, ali i ne mora, biti pripisana nekim jasno odredenim fizickim uzrocima.
Takve statistiCke varijacije, bilo da nastaju zbog zanemarivanja fizickih ili vremenski zavisnih uticaja ili zbog inherentnih
osobina fizickih procesa, predstavljaju osnovnu karakteristiku merenja.

Sa prakti¢ne tacke gledista prilicno je tesko proceniti statisticke osobine merenja. Jedan nacin jeste da se izvrse
ponovljena merenja i iz njih odrede potrebne statisticke karakteristike, ali je to obi¢no zahtevno. Drugi nacin, koji se
Cesto koristi, jeste da se statistiCke osobine pretpostave na osnovu opsteg iskustva sa slicnim merenjima koja su u
proslosti izvrSena u slicnim uslovima. Zbog toga je, kada se vrSe merenja, potrebno zabeleziti sve relevantne fizicke i
okolinske uslove tokom perioda merenja kako bi se rezultati mogli pravilno proceniti.

U praksi se Cesto prihvataju priliéno grube aproksimacije statistickih osobina opazanja. Na primer, u geodeziji se
opazanja obi¢no smatraju statisticki nezavisnim i ¢esto jednake preciznosti (tezZine).

Matematicki formulisane pretpostavke o statistickim osobinama merenja naziva se stohasticki model.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

InZenjerska geodezija 2

STATISTICKA ANALIZA MERENJA .
Predavanje



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

Populacija i uzorak

Populacija se smatra poznatom kada je poznata raspodela verovatnoce (ili funkcija gustine) odgovarajuée slucajne
promenljive. Na primer, ako je neka slucajna promenljiva normalno raspodeljena, tada se i populacija smatra normalno
raspodeljenom, a njeni parametri, kao Sto su srednja vrednost populacije ( 1 ) i standardna devijacija populacije ( o ),

takode se smatraju poznatim.

U slucaju kada raspodela verovatnoée populacije nije poznata, mogu se postaviti odredene hipoteze ili pretpostavke o

opstem ponasanju raspodele (ili funkcije gustine), na primer pretpostavka normalne raspodele.

Ako jedna ili obe vrednosti, i i g, nisu poznate, potrebno in je proceniti. U tu svrhu uzimaju se slucajni uzorci iz

populacije, koji se zatim koriste za odredivanje vrednosti parametara populacije.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Populacija i uzorak

Sobzirom na veliki obim vrednosti koji obuhvata populacija, u okviru bilo kojeg eksperimenta nije mogude dobiti kompletan skup
vrednosti populacije. Statisticki dogadaji (na primer, merenja) smatraju se realizacijama slu¢ajnih promenljivih. Te realizacije, bilo da
su ponovljene ili ne, uvek su ograni¢ene po obimu. One se nazivaju uzorci iz raspodela verovatnoce. U tom smislu, skup vrednosti
koji se dobiju u okviru jednog eksperimenta (statistickog dogadaja) naziva se uzorak. Primenjujuci zakone verovatnoce koje
povezujemo sa eksperimentom (statistickim dogadajem) moZzemo doneti odredene zakljucke o populaciji slu¢ajne promenljive na

osnhovu uzorka.

Na osnovu vrednosti uzorka, raspodele verovatnode slucajnih promenljivih, ili bar neki od njihovih parametara, treba da se odrede
ili procene. Metod najmanjih kvadrata, na primer, predstavlja jedan od metoda za procenu ocekivanja sluc¢ajnih promenljivih na

osnovu uzoraka (merenja).

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Greske - korekcije - reziduali

Istinita greska — Istinita greska se definiSe kao razlika izmedu istinite i izmerene vrednosti:
O = X — U
Usled nepoznavanja istinite vrednosti merene velicine, istinita greska ostaje takode nepoznata.
Prividna ili pojavna greska — Ako sa X oznaCimo najverovatniju vrednost, razlika razlika izmedu najverovatnije i

izmerene vrednosti naziva se korekcija ili rezidual (eng. residual). Prividna ili pojavna greska ima istu vrednost
kao rezidual, samo suprotan znak:

Korekcija ili Rezidual Prividna ili pojavna greska
Uk=f—xk €k=xk—f
merenje + rezidual = najverovatnija vrednost

merenje — najverovatnija vrednost = prividna greska

merenje - istinska vrednost istinita greska

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Centralna granicna teorema

Pretpostavimo da merimo duzinu od 29.42 m, i da je preciznost merenja je £0.05 m. Ako pretpostavimo da je
svaka vrednost 29.42 + 0.05 m podjednako verovatna (uniformna raspodela), onda imamo 11 jednako mogucih
ishoda unutar opsega od 29.37 m do 29.47 m.

Greske: -0.05, -0.04, -0.03, -0.02, -0.01, 0.00, +0.01, +0.02, +0.03, +0.04, +0.05.

Ako merimo dve susedne deonice na isti nacin, ukupna duzina je zbir dve izmerene vrednosti. Ukupan broj

kombinacija gresaka za te dve deonice je: 11 kombinacija (prva deonica) x 11 kombinacija (druga deonica) = 121
mogucnost.

Ukupni opseg greske zbira se sada kreée od -0.10 m do +0.10 m.

‘ Ako imamo 121 kombinaciju, one se ne pojavljuju podjednako cesto u rezultatu zbira!

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Centralna granic¢na teorema

Ekstremna greska (-0.10 m): MozZe se desiti na samo 1 nacin —
ako na obe deonice napravimo maksimalnu negativnu gresku (- . Broj . Verovatnoca
0.05 i -0.05). pojavljivanja (%)

1

Verovatnoca: 1/121=0.0083 (0.8%).
0.8%

10.10

Greska od -0.08 m: Moze se desiti na 3 nacina:

(-0.05i-0.03) +0.08 3 2.5%
(-0.04 i -0.04)
(-0.03i-0.05) . .
Verovatnoca: 3/121=0.0248 (2.5%). > e 2 =02
Greska nula (0.00 m): Najverovatniji ishod! MozZe se desiti na 2 10 8.3%
11 nacina (npr. 0i 0, -0.01 i +0.01, +0.05 i -0.05, itd.). 0]10
£ ~ ) 009
Verovatnoca: 11/121<0.0909 (9.1%). AT “ " 0.1%
0.|07
7‘74 0./06 *k
0.|]05
0./04
0.[03
0.|o1

0.10 0.08 0.06 004 002 0 0.02 004 006 008 0.10
Error (x)
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Centralna granic¢na teorema

Medutim, ako bismo umesto dve deonice sabirali deset, dvadeset ili stotinu, i ako bi se nivo greSke smanijio:
* Broj mogucih kombinacija bi se drasticno povecao.

* "Gomilanje" rezultata oko nule bi postalo jos izrazenije.

* lvice histograma bi postale zaobljene.

Prema Centralnoj granicnoj teoremi, suma velikog broja nezavisnih slucajnih promenljivih (gresaka) tezi
normalnoj raspodeli, ¢ak i ako same te greske pojedinacno ne prate normalnu raspodelu.

Kljucna veza sa geodetskim merenjima je u tome Sto se u geodeziji svako "pojedina¢no" merenje (npr. jedno
oCitavanje ugla) zapravo smatra rezultantom (sumom) velikog broja sitnih, nezavisnih greSaka. Kao sto se u
primeru sa deonicama verovatnoce sabiraju i formiraju bell-curve, tako i ovi sitni faktori unutar jednog merenja
formiraju normalnu raspodelu greske te jedne velic¢ine. Ono Sto vidimo kao normalnu raspodelu greske jednog
ugla ili jedne duzine je zapravo statisticki ishod sabiranja mnostva sitnih gresaka.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Aritmeticka sredina - po principu najmanjih kvadrata

Razmotrimo niz merenja x4, X, X3, ..., X, neke veli€ine, a najbolju procenu te veli¢ine oznacimo sa x. U

skladu sa opsStom definicijom merenja i korekcija (reziduala) mozemo zapisati:
x1+vi=x x3+v,=XxX x3+v3=x - x,tVv,=X

v1=f—x1 v2=f—x2 U3=.92—X3 vn:f_xn

Ako pretpostavimo da sva merenja imaju jednaku preciznost, mozemo formulisati princip najmanjih

kvadrata. DefiniSemo funkciju najmanjih kvadrata ¢ kao:

n n
<p=z vy :Z (x — x;)?
i=1 i=1
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Aritmeticka sredina - po principu najmanjih kvadrata

Ako pretpostavimo da sva merenja imaju jednaku preciznost, mozemo formulisati princip najmanjih

kvadrata. DefiniSemo funkciju najmanjih kvadrata ¢ kao:
n n
<p=z vi2=z (x - x)?
i=1 i=1

Dakle, @ je funkcija promenljive p. Njena minimalna vrednost se dobija kada je prvi izvod jednak nuli

d
d—(;=2(f—x1)+2(f—x2)+-~-+2(f—xn)=O

Skratimo Clanove sa 2 i sredimo jednacinu

_ x1+x2+"‘+xn 1
X = = —
n

X
n l

£

=1
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Najverovatnija vrednost — Aritmeticka sredina

Ako smo merili veli¢inu X ukupno n puta i dobili rezultate merenja:

X1, Xp, ey Xy

Najverovatnija vrednost (aritmeticka sredina):

Z?=1 Xi

n

X =

Korekcija ili Rezidual Prividna ili pojavna greska

vk=f—xk €k=xk_f
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Mere preciznosti uzorka - uzoracka varijansa i standardna greska

Ako aritmeti¢na sredina predstavlja najverovatniju vrednost neke merene veliine, greSke u opazanjima mogu se predstaviti
pomocu reziduala v, = X — xj. Sumiranjem reziduala mozemo dobiti ocenu standardne devijacije na osnovu uzorka, koja se
naziva uzoracka standardna devijacija ili standardna greska. Iz statistickih razloga, standardna devijacija treba da se izracunava
na osnovu velikog broja posmatranja. Posto se u geodetskoj praksi merenja obi¢no izvode u malim skupovima, izracunate
standardne devijacije mogu biti pristrasne. Zbog toga je pogodnije koristiti nepristrasne ocene standardne devijacije, poznat kao
standardna greska s,, koja se dobija zamenom n san — 1 u prethodnoj jednacini, Sto daje:

Standardna greska = s, = +

Medutim, termin standardna devijacija i standardna greska se Cesto poistovecuju, tj. zanemaruje se preduslov o velicini uzorka.
Iz prakticnih razloga i tradicije nase skole, standardna greSka ¢e u nastavku teksta biti oznacavana sa o.

U ovoj jednacini, izraz (n — 1) poznat je kao broj stepena slobode ili redundansa i predstavlja broj dodatnih merenja izvrsenih
radi odredivanja jedne veli¢ine. Na primer, ako je rastojanje izmereno 10 puta, tada postoji (10 — 1) = 9 stepena slobode, $to
znaci da postoji devet suvisnih (redundantnih) posmatranja, bududi da je samo jedno merenje dovoljno za odredivanje
rastojanja.

Sliéno, uzoracka kovariansa moze se oceniti pomocu slededeg izraza:

1
n—1

D = D~ )
k=1

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Mere preciznosti — standardna devijacija aritmeticke sredine

Standardna greska o, predstavlja meru rasipanja skupa posmatranja, ali takode se moze smatrati standardnom greskom
pojedinacnog merenja. Odnosno koliko pojedinacna merenja u proseku odstupaju od ocekivane (srednje) vrednosti.
Medutim, u geodeziji, pod konacnom vrednosti merenja Cesto se usvaja aritmeticka sredina. Standardna greska aritmeticke
sredine (najverovatnije vrednosti) skupa rezultata merenja oznacava se kao o5 i data je izrazom:

Oz = —
n

Treba imati u vidu da standardna devijacija aritmeticke sredine zapravo ne predstavlja veli¢inu slucajne greske u sredini, ve¢ meru

nesigurnosti srednje vrednosti usled slucajnih uticaja, pod uslovom da su sistematski uticaji uklonjeni odgovarajuéim korekcijama.
Nesigurnost u ovom slucaju odnosi se na izvrSene korekcije.

Ova formula ima prakti¢nu primenu u geodeziji. Pretpostavimo da se neka veli¢ina meri terenskom procedurom i opremom
za koju je poznata standardna greska. Na primer, meri se rastojanje duzine 30 m, pri ¢emu je poznata standardna greska

0, = 6 mm. Ako se zahteva standardna greska od oz = 3 mm uz koriS¢enje iste opreme, iz jednacine (gore) dobijamo (uz
0, = 6mmio; =3 mm):

6
o =3 =— odnosno\/_=§ sto daje n = 4

Vn

da biste udvostrucili preciznost svog konacnog rezultata (odnosno prepolovili gresku), morate u€etvorostruciti broj merenja!
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Kovariaciona matrica uzorka

Prava kovarijaciona matrica iz jednacine obicno nije poznata, ali se njena procena moze dobiti koriS¢enjem vektora
rezidualnih greSaka umesto vektora pravih greSaka. Ako je £ rezultata merenja merenih veli¢ina #;, a vektor £, vektor
najverovatnihih vrednosti merenih veli¢ina (gde je £; srednja vrednost podvektora i-te merene velicine):

ty 41 ]
‘. '

£ ]

Ako je vektor reziduala jednak v = £ — . Kovariaciona matrica K moZe se dati kao K = E(vvT), gde je E (+) operator poznat kao
matematicko ocekivanje, odnosno:

— 2 -—
11 012 *° O1n
2
K =|%21 022 ** O2n
2
LOn1 On2 Onn

Glavni dijagonalni elementi matrice su varijanse odgovarajucih veli¢ina, a van-dijagonalni elementi predstavljaju kovarijanse. Kao Sto
se vidi, matrica je simetriCna, Sto znaci da je 0;; = gj;, npr. g1, = 0,1. Kovarijanse opisuju odnos izmedu skupova opazanja. Ako je
kovarijansa nula = ne postoji statisti¢ka korelacija (veza) izmedu skupova rezultata merenja; ako nije nula = postoji statisticka
korelacija (veza) izmedu skupova rezultata merenja.
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Tezine rezultata merenja

Tezine predstavljaju relativnu preciznost veli¢ina unutar jednog skupa merenja. TeZinama se kvantifikuje znacajnost nekog
merenja unutar skupa merenja. Logicno se namece zakljucivanje da bi se merenjima sa vecom preciznosti trebala dodeliti veéa
znacajnost prilikom raCunanja. Taj odnos izmedu varijanse (standardne devijacije) i teZine merenja predstavlja jedan od
najvaznijih koncepata u stohastickom modelovanju geodetskih podataka.

Svaka tezina se moze izraziti kao:

2 * P; - TeZina rezultata merenja (u literaturi na engleskom jeziku se ¢esto oznacava sa ,,w;“, od ,weight”)
o, :
P, = — Gdeje: . o2 - Referentna varijansa ili varijansa jedinice teZine, odnosno varijansa merenja sa tezinom P = 1.

. al-z - Varijansa merenja za koje se odreduje tezina.

visoka preciznost mala standardna greSka = visoka tezina

slaba (niska) preciznost velika standardna greska = mala tezina
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Tezine rezultata merenja

Kao Sto je prikazano, tezine predstavljaju relativni odnos dve varijanse. Stim u vezi, u poredenju merenja nije vazna apsolutna
vrednost tezine nekog merenja, ve¢ odnos tezina izmedu merenja. Na primer, ako jedno merenje ima standardnu devijaciju od
10 mm, a drugo 20 mm, njihove varijanse su 100 mm? i 400 mm?. Odnos njihovih teZina biée 4:1, Sto znaci da ¢e prvo merenje
imati Cetiri puta vecu tezZinu od drugog, da ¢e prvo merenje imati Cetiri puta veci uticaj na najverovatniju vrednost.

Tezine se mogu dodeliti na razli¢ite nacine:
* koris¢enjem varijansi izraCunatih na osnovu rezultata merenja
* Proporcionalno broju merenja odredene velicine (w < n)

* Na osnovu subjektivne procene uslova tokom merenja

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Tezinska sredina po principu najmanjih kvadrata

Razmotrimo merenja x4, X5, ..., X, sa tezinama p¢, p,, ..., Pn. Neka je X najbolja ocena.

X1+vi=x ,x+v, =x,.., xp,tv, =X

Iz Cega sledidaje: V; = X — X;

Primena Gaussovog principa najmanjih kvadrata: @ = Z P;(x — x;)?

n
Minimum funkcije ¢ dobijamo kad je: d_<P z 2P; (i — =0
i=1

n
i= 1 plxl

Skradivanjem i uredivanjem dobijamo: X =

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Kofaktorska matrica

U prakti¢noj primeni postupaka izravnanja, kovarijaciona matrica K zamenjuje se relativnom kovarijacionom matricom koja se
naziva kofaktorska matrica opazanja Q. Veza izmedu ove dve matrice moze se dati kao:

K = kQ

gde je k proizvoljna skalarna konstanta (bez jedinice) ili faktor za skaliranje kofaktorske matrice merenja kako bi bila ekvivalentna
kovarijacionoj matrici. Zbog Kofaktorska matrica opazanja moze se napisati kao:

[~ 2 T B LN ] T
0i1 012 ** Oin d11 912 d1in
1 2.
Q =—|%21 02 O2n ,odnosno: Q = Q21 922 " A2
k1l : : . : .
2
_O-nl O-nz e O-nn_ _qnl QnZ qnn_
2 2
. . . . 011 012 Onn
gde se elementi kofaktorske matrice nazivaju, kofaktori: qi11 = _k ,q12 = _k yor Qun = _k
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Intervalne ocene i interval poverenja

Procena srednjih vrednosti, varijansi i kovarijansi slucajnih promenljivih na osnovu podataka uzorka naziva se tackasta ocena
(point estimation), jer daje jednu vrednost za svaki posmatrani parametar. Za razliku od tackaste ocene, odredivanje intervala

poverenja iz uzorka naziva se intervalna ocena (interval estimation).

Nakon Sto se izvrsi tackasta procena ostaje pitanje kolika je verovatna razlika izmedu procene i joS uvek nepoznatog pravog

parametra. Drugim reCima, Zelimo da imamo pokazatelj kolika je nesigurnost ocene parametra.

Apsolutno tacan odgovor nije mogu¢, jer uzorkovanje nikada ne dovodi do taCne ocene parametara teorijske raspodele.
Pridruzivanjem odredene raspodele verovatnoce posmatranoj promenljivoj, moguce je proceniti verovatnoce sa kojima se prava

vrednost parametra nalazi unutar odredenog intervala oko uzoracke tackaste ocene parametre.
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Interval poverenja

Verovatnoca da sluc¢ajna promenljiva X uzima vrednosti izmedu x; i x, data je, prema jednacini, kao:

X2
PO <X <) = F() —FG) = | fGodx
X1
gde je F(x) kumulativna funkcija raspodele slu¢ajne promenljive.

Interval poverenja za neki parametar p Cija je ocena p , moZe se predstaviti verovatno¢om:

Pp1<p<p)=1-«
Ovaj izraz definiSe interval poverenja kao interval oko procene, tako da je verovatnoca da taj interval sadrzi (nepoznatu)
pravu vrednost parametra p jednaka 1 — a. 1 — a se obi¢no naziva nivo/stepen poverenja (i uobi¢ajeno uzima vrednosti
verovatnocée 90%, 95% ili 99%). U nasoj literaturi, a se naziva nivo znacajnosti i, analogno uzima vrednosti 10%, 5% ili 1%.
Vrednosti p; i p, predstavljaju donju i gornju granicu intervala poverenja za parametar p.
Verovatnoca da parametar ne pripada tom intervalu iznosi a.

Sirina intervala poverenja se smanjuje kako se broj stepeni slobode poveéava i kako se smanjuje nivo verovatnoce.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Interval poverenja srednje vrednosti

Greska tacCkaste procene (X) moze se zapisati kao:
E=X—U

gde se € moze smatrati merom preciznosti X kao procene za u.

Iz raspodele uzorka, moze se formirati statistika srednje vrednosti (nova slucajna promenljiva koja ima standardizovanu normalnu

raspodelu) moze se zapisati kao: X —U
7 =

o
gde je  standardna greska aritmeticke sredine. U zavisnosti od toga da li je standardna devijacija populacije poznataili ne,
imamo dva slucaja:
* & = 0//n, kada je veli¢ina uzorka n > 30 i poznata je standardna devijacija populacije (o)
« & = s/+/n, kada standardna devijacija populacije nije poznata, ali je poznata uzoracka standardna devijacija (s)t-statistika
(za slucaj kada je veli¢ina uzorka manja ili jednaka 30 ) moZe se zapisati kao:
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Interval poverenja srednje vrednosti — poznato o

Razmatracemo slucaj normalno raspodeljene slu¢ajne promenljive X, sa nepoznatim ocekivanjem u i poznatom
.o 2 . v . — . v . Ve v . . . .
varijancom o“. Neka je uzoracka sredina x izraCunata iz uzorka veli¢ine n. Tada se moze formirati statistika
srednje vrednosti (nova slucajna promenljiva koja ima standardizovanu normalnu raspodelu) kao:
X—U
o/\n

Da bi definisali interval poverenja za srednju vrednost, biramo vrednost z,, iz standardne normalne raspodele tako da je

7 =

verovatnoca da standardna normalna promenljiva izade iz intervala ( 124/, ) jednaka a:

_ o _ o
P(—za/z a/\/_<Z“/2) 1—a  odnosno P(x—za/z\/—ﬁ<,u<x+za/2\/—ﬁ>=1—a

o o
Zaa = 0.05,z,,, = 1.96, pavaii: P <f — 1.96\/—% <u<x+ 1'96\/_ﬁ> = 0.95
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Interval poverenja srednje vrednosti - poznato ¢ - PRIMER

Pretpostavimo da je duzina merena n = 8 puta sa srednjom vrednos¢u x = 10.1 cm.

Pretpostavlja se da je varijansa normalne populacije poznata i iznosi:

g% = 0.10 cm?
Tada je 95% interval poverenja za u :

0.10 0.10
P 10.1-1.96 8 <u<10.1+1.96 8 = 0.95

P(9.88cm < u < 10.32 cm) = 0.95

odnosno:

_ 3 0.10
Za jednostraniinterval: P u < 10.1 + 1.645 5 | = 095 ®m) P(u< 10.28cm) = 0.95
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Interval poverenja srednje vrednosti - nepoznato o

Razmotrimo sada slucaj kada standardna devijacija populacije o nije poznata i zamenjuje se uzorackom standardnom
devijacijom s. Tada statistika ima oblik: _

xX—Uu

s/\n

ima Studentovu t-raspodelu san — 1 stepeni slobode.

Z

Interval poverenja tada ima oblik:
Pl —t <—_ <t =1- d Plx—t —<u<x+t — | =1-
- — a oanosno X —_ X _ a
a/2n—1 / — a/2n—1 a/2n—-1"— a/2n-1"—

Zaa = 0.05in—1 =7, iztabele Studentove raspodele dobijamo: taj2 = 2.365
Interval poverenja je u ovom slucaju Siri nego kada je o poznato.

Kako broj stepeni slobode raste (odnosno kako raste veli¢ina uzorka), razlika izmedu t i z vrednosti se smanjuje.

U praksi, za uzorke velicine 30 ili vece, t-raspodela se Cesto aproksimira standardnom normalnom raspodelom.
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Statisticki testovi

Statisticki testovi se Cesto koriste za poredenje rezultata sa prethodnim rezultatima ili sa zadatim standardima.
U testiranju se nastoji doneti sud o tome da li je neka funkcija procene u saglasnosti sa pretpostavkom
(hipotezom) da je uzorak uzet iz populacije sa odredenim vrednostima parametara, kao Sto je normalna

raspodela sa zadatom standardnom devijacijom. Pitanja ove vrste su predmet testiranja hipoteza.

Opsti postupak statistickog testiranja uvek se odnosi na nultu hipotezu Hy — odnosno na skup parametara
raspodele u odnosu na koje se porede procene iz uzorka. Cilj je formulisati iskaz o tome da li su parametri
uzorka u dovoljnom saglasju sa H,. Drugim rec€ima, rezultat testa je iskaz o tome da li se, na osnovu

dostupnih dokaza, nulta hipoteza moze smatrati prihvatljivomili ne.
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Statisticki testovi

Kada se prihvata ili odbacuje nulta hipoteza, postoje Cetiri moguca slucaja:
(a) Hy je tacna i prihvacena;
(b) Hy je tacna, ali je odbacena;
(c) Hy je netacna i odbacena;

(d) Hy je netacna i prihvacena.

Slucajevi (a) i (c) su ocigledno ispravne odluke, dok su (b) i (d) pogresne odluke. Pogresno odbacivanje tacne hipoteze
naziva se greSka Tipa |. Verovatnoca greske Tipa | oznacava se sa « i naziva se ,,nivo znacajnosti testa". Uobicajeno se
uzima 5%, 2% ili 1%, jer & mora biti mali da bi test imao smisla. Sluc¢aj (d), odnosno pogresno prihvatanje netacne

hipoteze, dovodi do tzv. greske Tipa Il. Verovatnoca greske tipa Il oznacava se sa 5, a (1 — ) naziva se ,mo¢ testa".

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Statisticki testovi

Oblast prihvatanja Oblast odbacivanja

Slika prikazuje odnos izmedu a i f. Nekaje D; = f(p | Hy) <

uslovna funkcija gustine verovatnoce procene parametra p

D; = (AIH) Dy = AH
kada je nulta hipoteza H, tacna; anekaje D, = f(p | Hy) 1= f@lH, 2 = f(pIHy)

odgovarajuca funkcija kada je alternativna hipoteza H;

tacna.

»
Po Pq P

Prihvatanje Hy —»l«— Odbacivanje H, (prihvatanje i)

Vrednost p, oznacCava granicu vrednosti uzorka do koje se H prihvata, a izvan koje se H, odbacuje, odnosno prihvata H; .
Dakle, H, se prihvata ako je p < p,, a odbacuje (ili se prihvata H; ) ako je p > p,. PovrSina a predstavlja nivo znacajnosti
testa. Ona pokazuje verovatnocu da parametar uzorka ( p | Hy ) premasi p, kada je Hy tacna. Drugim re¢ima, to je
verovatnoc¢a odbacivanja H, kada je ona tacna (greska Tipa I). Nasuprot tome, povrsina 8 pokazuje verovatnodéu
prihvatanja H, kada je H; tacna (greska Tipa Il). Slika ilustruje da za odredenu alternativnu hipotezu H; nije moguce
proizvoljno smanijitii a i f. Smanjenje verovatnoce greske Tipa | povecava verovatnocu greske Tipa Il i obrnuto.
Balansiranje izmedu ove dve vrste greSaka zavisi od svrhe testa.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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= f(p|Hp) D, = f(p|Hy)

(alfa pola)

I
|
I
I
|
: (alfa pola)
I

|

I
|
|
|
|
I
I
I
I
I

RS L s
Po Pa/z Po Po/2
(p nula) (p alfa pola) (pnula) (p alfa pola)

Odbaci H, —+— Prihvati H), Odbaci H -+— Prihvati H), ——-|» Odbaci H),

Levo: Jednostrani test (odbacivanje Hj sa leve strane)  Desno: Dvostrani test (odbacivanje Hj sa obe strane)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka

Razmotrimo dva vektora slu¢ajnih promenljivih:

(X1 ] Y;
< = X:Z y = lfz
X0 Y,

koji su linearno povezani matricnom jedna¢inom: Yy =Ax+Db

gde je A matrica koeficijenata, a b vektor konstanti.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka

Ocekivana vrednost vektoray je: Varijansa vektora y (tj. kovariaciona matrica) je:
my _ E{y} Kyy — E{(y T my)(y o my)T} r
— E{(Ax+b— Am, — b)(Ax + b — Am, — b)T}
= BiAx +bj — B{(A(x—m,))(A(x — m,))"}
ZAE{X}+b :AE{(x—mm)(x—mm)T}AT
=Am, +b — AK, A"

Akojey = Ax + b, tadaje:

K, = AK, A"
Matrica K,, se zove Kovariaciona matrica Moze imati tri oblika:

e Merenjasu iste preciznosti i nekorelisana,
e Merenja su razliite preciznosti i nekorelisana,

e Merenja su razliite preciznosti i korelisana.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka - opsti oblik

U mnogim prakti¢nim sluCajevima, vektori slucajnih promenljivih su nelinearno povezani:

y = f(x)
U tom sluéaju, funkcija se razvija u Tejlorov red oko tacke x = a.

Za nelinearnu funkciju f(x) Tejlorov red glasi:

B df d’f| (z—a)?
n dn 1f (CU a)n_l n Rn t f(x)  Tangent
dzn=t| (n—1)! E()=E[/ ()
deje R k red /(/
gde je I, ostatak reda. "
<\ / | Ew
1

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka - opsti oblik

Za funkciju ¢ = f(x, y), razvoj oko tacke (a, b) glasi:

5 5
¢:f(a,b)+a—£ b(x—a)+a—£ (-1
1 (8¢ , 0°f . of| of
+§{@a’b($a) +8—y2a’b(y—b) +3—ma,b3_y a’b(ﬂ’a)(yb)}Jr'“

Za slucaj vise promenljivih, gde vektor x predstavlja vektor slucajnih promenljivih:

f(x) = f(x°) + % (x — x°) + visi redovi

x0

Uzimajuci samo prvi €lan razvoja:

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka - opsti oblik

Matematicko ocekivanje promenljive y: Odstupanje promenljive Yy od oCekivane vrednosti:
=F 0 0
oy y—my = |£(0) + 2| x-at)] = 16 + 2L (an—x)
= f(x") + ==| E{x-x"} p v z
0% |40 _of (x —mg)
_f(x)+ax0(m$_x) :Jy:c(x ma:)
Matrica J(mxn) je matrica izvoda i Opsti oblik zakona o prenosu greSaka:
naziva se Jakobijeva matrica: K, = E {(y _ my) (y — my)T}
[ Oy, /0 Oy, /0 .. Oy /0z,
1/0a1 oy /Oy /0 = B{(@, (x —my)) Fpe (x — )" }
3 B 8’92 /33’)1 8y2 /83&'2 s 0y2 /8£Bn -
= . . :JymE{(x—mw)(x—mm) }Jg;
| 8y, /021 Oyn/Ozs -+ OOz, = J,. Koo T,

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka - specijalni slucaj (algebarski oblik)

Zakon propagacije varijansi se Cesto izrazava u obliku algebarske jednacine. Ako je z funkcija dve slucajne

promenljive x i y, tj. z = f(x,y). Neka je vektor x, vektor dve slucajne promenljive, K,., kovariaciona matrica

vektora X, Jakovijeva matrica je J,, tada je:

2
—_ K — - | — —_
X = [yl xx [axy 0} ] Jyx ox 0y

matrica varijansi i kovarijansi K ,,, koja sadrzi jedini element 022, data je kao:
_aZ_

_ 0z ny ox
Koz =021 = |5 GYI ny ]5_2

[Jy

Razvijanjem ovog izraza, dobijamo:

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. o | Srkalseodes ap
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Zakon o prenosu gresaka - specijalni slucajevi

Primer: prenos greSaka za funkciju zbira

Razmotrimo funkciju:
A=a+bd
gde su a i b merene veligine sa standardnim greSkama ¢, i 03,

Kada se veli€ine sabiraju ili oduzimaju:
, (04 Porea \?

74~ \3a %) "\ "

Za sabiranje i oduzimanje:

o4 = j:(o'g -+ 0’5)1/2

Primer: prenos greSaka za funkciju proizvoda

Razmotrimo proizvod:
A=a-b-c
gde su a, b, c optereceni standardnim greSkama.
0% = (bc-0,)? + (ac- 0p)* + (ab- o.)?
g \ 2 Op \ 2 O\ 2
oa-saie [ () (%)
a b c

S Relativne greske se sabiraju u kvadratu.

Primer: prenos greSaka za funkciju koli¢nika

Funkcija:

_a

b

9 Oa \ 2 a-op 2
74~ (T) \Tw

o=y J(5) + (3)

s Greska zavisi od relativnih gre$aka brojioca i imenioca.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka - Primena i primeri

Primena zakona o prenosu greSaka predstavlja vazan ,alat” za ocenu tacnosti izracunatih veli¢ina koje

potiCu iz merenja.

U svakoj primeni zakona o prenosu gresaka jeste unapred (a priori) poznata tacnost merenja. Na primer, ako
se veliCine izvode iz duZina dobijenih totalnom stanicom, tada se pretpostavlja odredeno znanje o tacnosti tih
duzina; ako se visinske razlike racunaju iz kombinacije duzina i zenitnih uglova, tada se pretpostavlja
preciznost duzina i zenitnih uglova. Ove a-priori procene ta¢nosti mogu poticati iz informacija koje daje
proizvodac opreme, iz statisticke analize opazanja, prethodnog iskustva ili jednostavno iz stru¢ne procene. Bez
obzira na izvor tog znanja, pretpostavlja se da su te tacnosti poznate pre nego Sto se pristupi propagaciji

varijansi.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja koordinata tacke

Ako se koordinate tacke A mogu izraziti kao:

Yi=Ys+ AY =Yy —FDSiIl(ﬁ)
Xy =Xs+AX = Xg+ Dcos(f)

AY = Dsin 3
AX = Dcosp
tada su parcijalne varijanse:
o2, =sin® B 0% + D? cos’ B o
oAy = cos® B+ % + D? sin® B-aé

Gde su o p i g standardne devijacije merenog rastojanja i zenitnog ugla.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. o | Srkalseodes ap
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja koordinata tacke

Zadato je:

« D =60.000m

« 3 =1285°36'00" — 3 = 1.493 rad
e op = 8 mm+ 5 ppm=0.0083m

« 03 = 10" = 4.8481 x 107° rad

Tada su:

o2 = (sin 8)*(0.0083) + D*(cos 8)*(05)* = 6.85 x 10 ° m*
o = (cos 8)*(0.0083)* + D*(sin B)*(05)* = 8.82 x 10 ° m?

oy = 1/6.85 x 107> = 0.0083 m
ox = 1/8.82 x 107% = 0.0030 m

STATISTIEKA ANALIZA MERENJA IR Sl G
Predavanje

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu greSaka - Primer odredivanja koordinata tacke (matricki oblik)

i 0'12, O'XY- T
y — f(X) Eyy — 2 — Jymzmchym
| OYX Oy
- Y oY B o b
| w||b O||ad @
T lex  ax 0 o2| |2 ox
Y | D oD 95 J L B B op
Y=l x| *7 8  [sing Dcosﬁ} [(0.0083)2 0 } [ sind  cosf ]
| cos3 —Dsinf 0 (4.8481 x 107°)2 ] | Dcos§ —Dsinf3
~ [0.9971  4.6031 ] [(0.0083)2 0 ] [0.9971 0.0767 ]
| 0.0767 —59.8232 0 (4.8481 x 107°)% | | 4.6031 —59.8232
~ [6.85x107° 4.62 x 10—6}
14.62 x 107 8.82x10°°

Dijagonalni elementi predstavljaju varijanse o

2

v 03(, dok van-dijagonalni elementi predstavljaju kovarijansu

oyx, Sto ukazuje natodasu Y i X medusobno zavisni.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

a = 75°33'25", o, = 10"
B = 87°40'00", op = 20"
v =10°42'10", o, = 15"
§ = 11°28'05", o5 = 30"
c = 505.450 m, o. = 0.050 m
H, =105.450 m, Hp =92.330 m

Potrebno je odrediti visinu tacke C, kao i ocenu
greske visine tacke C.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. o | Srkalseodes ap
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Iz trougla A — B — C vazi sinusno pravilo:

a b c

sina  sinf B sin(180° — (a + f))

Posto je:
sin(180° — (e + B)) = sin(a + fB)
dobijamo:
_ csina
~ sin(a + )
_ csingf
~ sin(a + B)

Uvrstavanjem poznatih vrednosti dobija se:

a = 1695.816217 m

b =1749.707936 m

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. o | Srkalseodes ap
Predavanje
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Kota tacke C' moze se dobiti iz dva izraza:
He = Hy +btany
He = Hg +atand
Numericki:
HY = Hy + btany = 436.1486 m
HYY = Hp + atan§ = 436.3632 m

Usvaja se srednja vrednost:

Hy+ Hp +btany +atané
He = 5

105.450 + 92.330 + 1749.707936 tan v + 1695.816217 tan §
C ju—
2

He = 436.256 m

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. o | Srkalseodes ap
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Posto su a i bfunkcije od a, B i ¢, prvo se odreduje:

Zatim se, koristeci a, b,y i 4, odreduje:

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. o | Srkalseodes ap
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Funkcionalnimodelzaaib

Neka je:
a 87
y= |:b] : x=|p
C
Tadaje:
y = f(x)

a zakon propagacije varijansi daje:
Ky = Jyu Koo Jji

gde je:

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
STATISTICKA ANALIZA MERENJA
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Parcijalni izvodi za (a) Parcijalni izvodi za b

Za:
Za:
0 csin o csin
sin(a + £) b= sin(a + B)
dobija se: dobija se:
da _ ccosa sin(a + ) — esina cos(a + B) ob  csinfcos(a+ ) b
da sin? (a + ) da sin®(a+ ) tan(a+f)
$to se moze srediti na: b _ ccosfsin(a+ f) — csinfcos(a + f)
op sin?(a + f3)
@ _csinf b
O sin’(a+p) sin(a+B)
@ _ csina a
da  csinacos(a+fB) a 08  sin*(a+p) sin(a+p)
op sin?(a + f) tan(a + B)
ob  sinff b
) dc  sin(a+p) ¢
Oa sin o a

dc  sin(a+f8) ¢

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Jakobijan J,,, - numericki oblik

Na osnovu prethodnih izraza:

i b a a ]
sin(fa +8)  tan(a+f8) ¢
Jyz =
b a b
| tan(a+p)  sin(a+f8) ¢

Numericki:

~ [6061.961236 5625.191025 3.355062
Y| 5803.955218 5875.250353 3.461684

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Pod pretpostavkom da su «, 3 i ¢ nezavisne veliCine:

(g2 0 0]
_ 2
K,.,=1]0 o 0
| 0 0 oZ_

Pri tome uglovne standardne devijacije moraju biti izrazene u radijanima:
0o = 10" = 4.84814 x 107° rad
o5 = 20" = 9.69627 x 10 ° rad

a zaduzinu:

. = 0.050 m

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Primenaizraza
_ T
daje:

0.412012 0.422455
0.422455 0.433671

ab —

Odakle sledi:

0o = +v/0.412012 = 0.642 m
op = +/0.433671 = 0.659 m

oap = 0.422455

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.

InZenjerska geodezija 2

STATISTICKA ANALIZA MERENJA .
Predavanje



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Usvojeni izraz za kotu tacke C glasi:

B Hys+ Hp + btany+ atané

He = 5 .
Neka je:
y = [Hc]
0
b
X —
y
| 4 ]
Tada vazi:

pri éemu je sada:

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. o | Srkalseodes ap
Predavanje

STATISTICKA ANALIZA MERENJA



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

Zakon o prenosu gresaka — Primer odredivanja visine tacke C

Parcijalni izvodi za H¢

(o2 oy O 0
2
Iz funkcionalnog modela dobijamo: K. — oba o 0 O
0 0 o2 0
OHc  tand 0 0 0 0
8a 2 a G5 |
OHg _ tany [0.412012 0.422455 0 0 ]
ob 2 . 0.422455 0433671 0 0
oHs b @z = 0 0 o2 0
&y  2cos?vy |0 0 0 o]
OHc B a .
06  2cos?é Kyy = Jy&32$$‘]y$
K,, = [0.037040]
7 tand tan<y b a
we 2 2 2cos2y 2cos?§ 2

0%, = 0.037040 m”

oH, = 4/0.037040 = 0.192 m

Jye =[0.101436 0.094501 906.105346 882.805418 ]

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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Hvala na pazniji!

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz.
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